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^ t e t i g fe e i t 

unb 

xvx ati onai t 3a^(en. 



S)ic Sctrad^tungen, tDdä)e ben (Segenftanb bie|er Ucinen Bä)xx\i 
bilben, ftammen au§ bem §erb[t be§ go^teö 1858. '^ä) befanb mici^ 
bQmaI§ als ^rofeffor am eibgenöjfifd^en ^ol^ted^nicum ju S^xx^ 
jum erften SKale in ber Sage, bie Elemente ber 2)iffetentialred(|ttung 
üorttagen ju müjfen, unb fül^Itc babet empfinbli(3^er al§ jemals ftü« 
l^er ben 5D?angeI einer tDirtlid^ lüiffenjc^aftlid^en 33egtünbung ber 
9lritl^tttetif. Sei bem Segriffe ber Sttnnäl^erung einer öeränberü(i^en 
©röfee an einen fefien ®renjtt)ert]^ unb namentlid^ bei bem Seioeife 
be§ ©a^e§, ba$ jebe ©röfee, toelä)e beftänbig, aber nid^t über aDe 
©renjen Mä)\t, fid^ getoi^ einem ©renjtDertl^ näl^ern mup, nal^m 
\ä) meii^ 3iiPw(ä^t ju geometrischen gbibenjen. Slud^ iejt l^alte iä) 
ein f oId)e§ §eran}iel^en geometrifd^er 9lnf(^auung bei bem erften Unter« 
rid^te in ber ©ifferentialred^nung üom bibaftifd^en ©tanbpuncte auS 
für au^erorbentlid^ nü^lid^, ja unentbel^rlid^ , toenn man nid^t gar 
ju Diel Qext berlieren toill. 3lber ba^ bieff 9lrt ber ginfül^rung in 
bie ©ifferentialred^nung leinen Slnfprud^ auf S3Bif[enf d^aftlic^f eit mad^en 
fann, wirb ttjol^l 9liemanb leugnen, gür mid^ toax bamalS bieS ®e= 
fül^l ber Unbefriebigung ein fo überlDältigenbeS, ba^ id^ ben feften 
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@ntfd^Iu§ fa^te, fo lange nad^jubenfen, biö xä) eine rein aritl^metifd^e 
unb böflig ftrenge Segrünbung ber ~^rincipien ber 3nfinitefimal= 
anal^fi§ gefunben l^aben mürbe- 3Kan fagt fo pupg, bie 3)ifferen= 
tialred^nung bef(j§äftige fid^ mit ben ftetigen ©röfeen, unb bod^ mirb 
nirgenbs eine ßrflärung t)on biefer ©tetigfeit gegeben, unb anä) bie 
ftrengften ®arfteüungen ber S)ifferentialred|nung grünben ii^re Se= 
meife nid^t auf bie ©tetig!eit, fonbent fie a|)|)eniren entoeber mit 
mel^r ober loeniger Setou^tfein an geometrif(j^e/ober burd^ bie ®eo= 
metrie beranla^te SßorfteHungen, ober aber fie ftü^en fid^ auf foI(^e 
©ä|e, toeld^e felbft nie rein aritl^metifc^ beriefen finb, 3^^ ixe^tn 
geprt j. S. ber oben ertoäl^nte ©a^, unb eine genauere Unterfud^ung 
überjeugte mid^ , ba^ biefer , ober aud^ jeber mit il^m öquiüalente 
©atf getoiffermagen al§ ein l^inreid^enbeS gunbament für bie 3nfi= 
nitefimalanal9fi§ ongefel^en toerben !ann. 6§ -fam nur nod^ barauf 
an, feinen eigentlid^en Urfprung in ben (Elementen ber 3lritl^meti! 
ju entbedfen unb l^iermit jugleic^ eine n)irfiid^e Definition bon bem 
SIBefen ber ©tetigfeit ju getoinnen. 5)ie§ gelang mir am 24* 3lo= 
öember 1858, unb toenige Xage barauf tl^eilte id^ ba§ (Srgebni^ 
meines 5Rad^benfen§ meinem tl^euren greunbe 2)urege mit, toa^ ju 
einer langen unb lebl^aften Unterl^altung fül^rte. ©päter l^abe id^ 
mol^l bem einen ober anbern meiner ©d^üler biefe ßJebanfen über 
eine toiffenfc^dftlid^e Segrünbung ber Slritl^metif auSeittanbergefe^t,' 
aud^ l^ier in Sraunfd^toeig in bem n)iffenfd^aftlid^en SSerein ber^ro= 
fefforen einen SSortrag über biefen ©egenftanb gel^alten, aber ju 
einer eigentüd^en ^ublication fonnte id^ mid^ nic^t red^t entfd^Iie^en, 
meil erftenS bie SarfteHung nid^t ganj leidet, unb tt)eil aujserbem bie 
©ad^e felbft fo toenig frud^tbar ifi Snbeffen l^atte ic^ bod^ fd^on 
l^alb unb l^alb baran gebadet, biefe§ Stl^ema jum ©egenftanbe biefer 
@elegen]^eit§fd^rift ju toä^Ien, afö t)or wenigen 2:agen, am 14 SWärj, 
bie Slbl^anblung : „2)ie (Elemente ber gundionenlel^re." SSonß.^eine. 
(ßrelle'S Journal, S3b. 74) burd^ bie ®üte il^reS l^od^öerel^rten 
S5erfaffer§ in meine |)änbe gelangte unb mid^ in meinem ßntfd^Iuffe 
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beftärfte. 5)em SBefen nac^ ftimme xd) itüar üollftänbig mit betn 
Sn^alte biefer ©c^rift übetetn, lote e§ ja niij^t anbet§ fein fann, aber 
iä) tDill freimüt^ig geftel^en, ba§ meine ©arffellung mir ber gorm 
naö) einfaci^er ju fein unb ben eigentlichen ßern|)unct t)räcifer l^er^ 
öorjul^eben jc^eint. Unb mäl^renb ii) an biejem aSorloort fti^reibe 
(20. mäii 1872), erhalte iä) bie intereffante Slbl^anblung : ,,Ueber 
bie ^uöbel^nung eines ©a^eS au§ ber Sl^eorie ber trigonometrifd^en 
3te\i)en." »on @. Kantor. (2Rat^. Slnnalen oon (&Ui\ä) unb 
9leumann, Sb. 5), für toeld^e id^ bem fd^arf finnigen SSerfaffer 
meinen beften 5)anf fage. SBie id^ bei rafd^em ©urd^Iefen finbe, 
fo ftimmt baS Sljiom in §. 2 berfelben, abgefel^en oon ber äußeren 
gform ber ©infleibung, oollftänbig mit 3)em überein, toa§ id^ unten 
in §. 3 afö ba§ SBefen ber ©tetigfeit bejeid^ne, SBeld^en 9iu|en 
aber bie, tt)enn aud^ nur begripd^e Unterfd^eibung oon reeflen 3ö^I= 
grölen nod^ l^öl^erer Slrt getoäl^ren loirb, oermag id^ gerabe nad^ 
meiner Sluffaffung be§ in fid^ ooKfommenen reellen 3ö^l9^f>i^t^^ nod^ 
nid^t ju erfennen. 



§• 1- 

&\Qtn\ä)a\kn ber rationalen !^af)Un. 

S)ie 6nttt)t(Hung bcr Slritl^meti! ber rationalen 3^^!^^ toirb l^ier 
itoar DorauSgef e|t , bod^ l^alte \ä) e§ für gut, einige ^auptmomente 
ol^ne 2)i§cuffion l^erooriul^eben, nur um ben ©tanbpunct t)on t)om= 
l^erein ju bejeid^nen, ben iä) im gofgenben einnel^me. ^ä) fel^e bie 
ganje $lrit]^metif als eine notl^ioenbige ober tt)enigften§ natürlid^e golge 
be§ einfad^ften aritl^metijd^en 2lcte§, be§ S'd^lm^, an, unb ba§ Sollten 
felbji iji nid^tS 9lnbere§ aß bie fuccejfiöe ©diöpfung ber unenblit^en 
SReil^e ber pofitiöen janjen 3öl^Ien, in meld^er jebeS Snbibibuum burc^ 
baS unmittelbar öorl^ergel^enbe befinirt toirb; ber eintad)[te 9lct ift 
ber Uebergang öon einem fd^on erjd^affenen 3ittbit)ibuum ju bem bar= 
auf folgenben neu ju erfd^affenben. 2)ie ftette biefer 3ö^Ien bilbet 
01^ fid^ fd^on ein überaus nü^Iid^eS ^ülfSmittel für ben menjd^Iid^en 
(Seift, -unb fie bietet einen unerfd^öpflid^en Steid^t^um an merftt)ür= 
bigen 6)efe|en bar, ju meldten man burd^ bie (Sinfül^rung ber oier 
aritl^metifd^en ©runboperalionen gelangt. 2)ie 3lbbition ift bie 3"= 
fammenfaf[ung einer beliebigen SBieberl^olung be§ obigen einfac^ften 
3lcte§ JU einem einjigen 9lcte, unb aus il^r entfpringt auf biejelbe 
SBeife bie TOultiplication. SBäl^renb biefe beiben Operationen ftetS 
ausführbar finb, jeigen bie umgelel^rten Operationen, bie ©ubtrac= 
tion unb 2)itiifion, nur eine bef darauf te 3wläffigfeii SSßeld^eS nun 
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auä) bte nä(3^fte aSetanlofjung getDefen fein mag, tüeld^e 33ctgletd^un= 
gen ober 9lnaIogieen mit @rf al^rungen , 2ln}(3^auungen tx%vi gefül^rt 
l^aben mögen, bleibe bal^in gefteHt; genug, getabe biefe Sefd^ränft= 
^eit in bet SluSfül^rbarfeit ber inbireäen Opcrotionen ift j[ebe§mal 
bie eigentliche Vix\aä)t eine§ neuen ©d^öpfungSacteS getDorben; fo 
finb bie negatiben unb gebtod^enen ' 3^^!^^ ^utd^ ben menfd^ßd^en 
©eift erfd^affen, unb e§ ift in bem ©^[tem Qßer rationalen Safjlm 
ein Snflrument öon unenblid^ niel größerer SoHfommenl^eit getpon» 
nen.^ 5)ieje§ ©^[tem, tt)el(^e§ id^ mit R bejeid^nen tt)iD, befi^t bor 
aßen 2)ingen eine aSoüftänbigfeit unb Slbgefd^loffenl^eit, toeld^e id^ an 
einem anbern Orte*) al§ 5IKerhnal eine§ Qa^lUxpex^ bejeid^net 
^abe, unb toeld^e barin beftel^t, ba$ bie t)ier ©runboperationen mit je 
jtnei 3inbit)ibuen in B ftet§ ai;§f ül^rbar finb, b. ^. ba^ ba§ 9lef ultat 
berf elben ftet§ lieber ein , beftimmteS Snbiüibuum in R ift , toenn 
man ben einjigen gall btr 3)it)ifion burd^ bie !^o!f)l 9luff ausnimmt. 

gür unfern näd^ften 3tt>^<J ifl o^er nod^ mid^tiger eine anbere 
(Sigenf d^aft be§ ©pftemS R, loeld^e man bal^in auSfpred^en- fann, ba^ 
ba§ ©^ftem R ein mol^IgeorbneteS, nad^ jtnei entgegengefe^ten ©ei= 
ten l^in unenblid^e§ (Sebiet t)on einer 2)imenfion bilbet. SBaS bamit 
gemeint fein fofl, ift burd^ bie SBal^l ber SluSbrüde, tneld^e geome- 
trifd^en SSorfteHungen entlehnt finb, l^inreid^enb angebeutet;* um fo 
not^menbiger ift eS, bie entfprei^enben rein aritl^metifd^en 6igentpm= 
lid^feiten l^erDorjul^eben, bamit eS aud^ nid^t einmal ben Slnfd^ein be= 
pit, als bebürfte bie Slritl^metif fold^er il^r fremben SSorfteflungen» 

©oß auSgebrüdft werben, baß bie 3^^^^ a unb b eine unb 
biefelbe rationale Saf)l bebeuten, fo fe|t man fotool^l a = 6 mie 
b = a. 2)ie Serfc^iebenl^eit jmeier rationalen 3^^!^^ a, b jeigt 
fic^ barin 5 ba^ bie S)ifferenj a — b enttneber einen pofitiben ober 
einen negativen SBertl^ l^at. 3m erften iS^Ü l^ei^t a größer als 6, 
b f lein er als a, toaS aud^ burd^ bie S^^^^^ a ^ b, b <C a ange= 

*) SSotIejungcn übet gol^lcnt^eotie öon ^. %. ßcjeune 2)iri(ijlct. 
gröcitc Zuflöge. §. 159. - 
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beutet toirb *). 3)a im jtoeiten g^D 6 — « einen pofitiben SBettl^ 
^at, fo ift & > a, a < K ^infid^tlid^ biefer boppelten 5KögIi<^= 
feit in ber 9Itt ber SJerjd^iebenl^eit gelten nun folgenbe ©efe^e, 

I. 3ft a > 6, unb 6 > c, \o ift a > c. SQßir tnoflen j[ebe§= 
mol, tnenn a, c ixod öerfd^iebene (ober ungleid^e) '^oi^lm finb, unb 
tpcnn h grölet al§ bie eine, öeiner ate bie anbete ift, ol^ne ©d^eu 
ööt beut 9lnllang an geometrif(J^e aSorjiellungen bie§ furj fo au§= 
brüden : h liegt jtoif d^en ben beiben '^oi^ltn a, c. 

n. ©inb a, c %m\ berfd^iebene S^^fen, fo giebt eö immer un= 
enblid^ biele berfd^iebene gal^Ien b, xoAijt jtoifd^en a, c liegen. 

III. 3ft a eine beftimmte 3ö^I/ fo ierfatten alle Sal^Ien be§ 
©^jiem§ R in itoei 6Iaf|en, A unb ^2, beren jebe unenblid^ biele 
3nbit)ibaen entl^ölt; bie erfte Klaffe A^ umfapt aüeSctl^kn Oi, meldte 
< a finb, bie jloeite Klaffe A<i umfaßt alle '^diiim (h, toeld^e > a 
finb; bie 3^^! ^ frf^f* ^^nn nad^ belieben ber erfien ober ber jtoei« 
ten Klaffe jugetl^eilt toerben, unb fie ift bann entfpred^enb bie größte 
3a]^l ber «rften ober bie fleinfte 3«^! '^^^ jtoeiten Klaffe. 3n jebem 
gfall ift bie '^alt^nu^ )>t^ ©^flemg B in bie beiben Klaff en J.1,^2 
bon ber Slrt, ba^ jebe 3^^! ber erften Klaffe A^ Heiner al§ jebe 
3al^l ber jtoeiten Klaffe A^ ift. 



N 



§.2. 

ä?ergleid^ung ber rationalen 3öl^len mit ben ^uncten 

einer geraben Sinie. 

3)ie f oeben l^erborgel^obenen Kigenf c^aften ber rationalen 3^^= 
len erinnern au bie gegenfeitigen Sagenbejiel^ungen jmifd^en ben 
Runden einer geraben Sinie L. Serben bie beiben in il^r ejiftiren= 
ben entgegengefe|ten 9Kd^tungen burd^ „xtSjli^" unb ,,lin!§" unter= 

*) e§ ift aI|o im Sfolöenbcn immer ba§ iogenanntc „dgebraij^e" firöfeet 
unb fleincr ©ein gemeint, toenn nic^t boS SBort „obfolut" l^injugcfügt toirb. 



15 

jd^ieben, unb finb p, q jlDei öerfd^iebcne ^uncte, fo liegt enttüebet 
p x^äjtö t)on q, unb öletd^jeitig q linf^ t)on p, ober umgefel^tt, e§ 
liegt q red^tS t)on p, unb gleid^jeitig p linfö bon 3. @in britter 
S^afl iji unmöglici^, tüenn p, q tüirflid^ berj(|iebene ^uncte finb. lQxn= 
\xä)Ü\ä) biejer ßagenüerjd^iebenl^eit beftel^en folgenbe ®efe|e. 

I. Siegt p xeä)i% öon g, unb q mieber ted^t§ öon r, jo liegt 
aud^ p red^tS öon r; unb man fagt, bajs g jmifd^en ben Runden p 
unb r liegt, 

IL ©inb p, r jtt)ei öerfd^iebene ^uncte, fo giebt e§ immer un= 
enblid^ biele ^uncte q, meldte jtüifd^en p unb r liegen. 

III. 3ft p ein beftimmter ^unct in L, fo jerfaßen oBe ^^uncte 
in L in stoei Klaffen, Pi, P^, bereu jebe unenblid^ diele Snbioibuen 
entl^ölt; bie erfte Klaffe Pi umfaßt alle bie ^unctepi, tt)eld^e lint§ 
t)on ^ liegen, unb bie jiDeite Klaffe P2 umfaßt aße bie ^unde jp^/ 
toeld^e red^tö Don p liegen; ber ^unct p felbft fann nad^ Selieben 
ber erften ober ber jtoeiten Klaffe jugetl^eilt n^erben. 3n jebem 
gfaß ift bie 3^ri^9wng ber ©eraben L in bie beiben Klaffen ober 
Stüde Pi, P2 t)on ber 9Irt, bafe jeber ^unct ber erften Klaffe Pi 
lin!§ Don jebem ^uncte ber jtoeiten Klaffe P2 liegt. 

S)iefe Slnalogie ätoifd^en ben rationalen Sal^len unb ben ^unc= 
ten einer ©eraben toirb ^efanntlid^ ju einem toirflid^en 3wfo^^^tt= 
i^ange, toenn in ber ©eraben ein beftimmter 3lnfang§})unct ober 9luß= 
punct unb eine beftimmte Sängeneinl^eit jur 9lu§meff ung ber ©tredten 
gemäl^lt mirb. 2Rit |)ülfe ber le|tern fann für jebe rationale 3ö^l 
a eine entfpred^enbe Sänge conftrutrt toerben, unb trögt man biefelbe 
bon bem*^uncte au§ nad^ red^t§ ober linfö auf ber ©eraben ab, 
je nad^bem a Jjofitib ober negatib ift, fo gewinnt man einen beftimm= 
ten Knbpunct p, toeld^er ate ber ber 3<J^l <^ entfpred^enbe ^unct 
bejeid^net toerben fann; ber rationalen 3a§I 3?uB entft)rid^t ber 
^unct 0. 2luf biefe Söeife entfprid^t jeber rationalen 3«^I «/ t). ^• 
jebem Snbibibuum in B, ein unb nur ein ^und p, b. 1^. ein 3nbi= 
buum in L. Kntfpred^en ben beiben 3o^l^« «/ * ^^^P* Me beiben 



16 . 

^uncte p, q, unb i|i a>b, f o Hegt p xeä)i§, t)on q. ®en ©efe^en 
I, II, III be§ borigen Paragraphen eutfpred^cn üolljiänbig bie ®e= 
fe^e I, II, ni be§ je^igen* 

§• 3. 
©tetigfcit ber geraben Sinic. 

S3on ber größten 2Bid^ttg!eit ift nun aber bie %S)oi]aä)e, ba^ 
e§ in ber ©eraben L unenblid^ Diele ^uncte giebt, miä)t leiner ra= 
tionaIen3ö^l entfpre(3^en. gntfpriij^t nämliij^ ber ^unct p ber ratio« 
naien 3^^! ^^ fo ift befanntti(3^ bie Sänge op commenjurabel mit ber 
bei ber ßonftruction benujten unabänberlid^en Sängeneinl^eit , b. ^. 
e§ giebl eine britte Sönge, ein fogenannteS gemeinfd^aftlid^eS ^Mafe, 
Don tneld^er biefe beiben. Sängen ganje SSielfad^e finb. 9lber fd^on 
bie alten ©ried^en l&aben geteuft unb betoiefen, ba^ e§ Sängen giebt, 
toAä)t mit einer gegebenen Sängenein^eit incommenf urabel finb, j. S. 
bie diagonale beS Duabrate§, beffen ©eite bie Sängeneinl&eit ift. 
3:rägt man eine fold^e Sänge öon bem ^uncte o au§ auf ber ®era= 
ben ai, f o erl^ält man einen @nbpunct, toeld^er feiner rationalen Sal^I 
entfprid^t. ®a fid^ ferner leicht betoeifen lä^t, ba^ e§ unenblid^ 
öiele Sängen giebt, meldte tnit ber Sängeneinl^eit incommenjurabel 
finb, f tonnen toir bel^aupten : ®ie @erabe L ift unenblid^ öiel rei= 
d^er an ^unct=Snbit)ibuen, al§ baS ®ebiet R ber rationalen Saf)lm 
an 3a^t3nbibibuen. 

SBiH man nun, tt)a§ bod^ ber SBunfd^ ift, alle grfd^einungen in 
ber (Seraben aud^ aritl^metifd^ Verfölgen, fo reid^en baju bie ratio= 
nalen 3ö^len nid^t au§, unb e§ mirb bal^er unumgänglid^ notl^men* 
big, ba§ 3nftrument ü, »eld^eö burd^ bie ©d^öpfung ber rationalen 
3al^len conftruirt toax, mefentlid^ ju verfeinern burd^ eine ©d^öpfung 
öon neuen !^af)Un ber 2lrt, ba^ ba§ ©ebiet ber 3ö^len biefelbe 
aSoUftänbigfeit ober, toie toir gleid^ fagen moßen, biefelbe ©tetig» 
feit geminnt, toie bie gerabe Sinie. 



N 
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®tc biSl^erigcn Setrad^tungen ftnb Wien fo Mannt unb gelöu» 
fig, bo^ SSiele il^re SBieberl^oIung für f el^r üBerflüfftg erad^ten toerbeit 
2)enno(j^ l^iclt iä) bieje Kecapitulalion für notl^toenbig, um bic ^anpU 
frogc gcprig öotjubcretten. 2)te bisl^er ixUxäft ßinfül^tung ber 
ttrationalen 3^1^^^ Inüp^t nämßd^ gerabcju an bcn Segriff ber 
eitenfiDcn ©rö^cn an — tüeld^er aber felbft nirgenbö ftreng bepntri 
totrb — unb erHärt bie So!t)l alS ba§ SHefuItat ber SKeffung einer 
fold^en @röfee burii^ eine jtoeite gleid^artige*X ©tatt beffen forbere 
i^, bafe bie Stritl^metif fid^ au§ fid^ felbft l^erauS entmitfeln fofl. 
2)0^ foI(ä^e 9lnfnilpfungen on nid^t aritl^metifd^e SSorfteDungen bie 
näd^fte 3SeranIapng jur ©rmeiterung be§ 3öl&Ibegrip gegeben l^nben, 
mag im SUIgemeinen jugegeben toerben (bod^ ift bieg bei ber 6in« 
f ill^rung ber comple^en S^^en entf d^ieben nid^t ber gfaH geioef en) ; 
ober l^ierin liegt ganj gett)i^ lein ©runb, biefe frembartigen S3e= 
trad^tungen felbft in bie 3lrit|metif, in bie SQBiffenfd^aft t)on ben 
Sollten aufjunel^men, @otoie bie negativen unb gebrod^enen ratio« 
naien Sal^Ien burd^ eine freie ©d^öpfung l^ergefteßt, unb tpie bie ®e= 
fe^ ber äted^nungen mit biefen Söffen auf bie ®efe|e ber tRed^nun«= 
gen mit ganjen pofitiöen S^^^^ iurüdgefül^rt toerben müffen-'unb 
tönnen, ebenfo l^at man bal^in ju ftreben, ba^ aud^ bie irrationalen 
Sal^len burd^ bie rationalen 3ö^fen aüein DoHftönbig befinirt loerben. 
^m ba§ SBie? bleibt bie Stage. 

2)ie obige SSergleid^ung be§ ©ebieteS R ber rationalen Soffen 
mit einer ©eraben l^at ju ber (Srfenntni^ ber SüdEenl^aftigleit, Unöoß« 
ftönbigfeit ober Unftetigfeit be§ erfteren gefül^rt, toöl^renb toir ber 
©eraben SSoüftönbigfeit, Südtenlofigfeit ober ©tetig!eit jufd^reiben. 
SQßorin beftel^t benn nun eigentlid^ biefe ©tetigleit ? 3n ber S3eant= 
iDortung biefer grage mu^ 9lße§ entl^alten fein, unb nur burd^ fie ' 

_ *• 

*) ®cr f^einbotc SSorjug ber ^Ittgcttieinl^eit biejer Definition ber 3a]^I 
j(ä^toinbct jofort bal^in, toenn man an bie com^Iejen 3alj>len benft. 9lad^ mei;: 
net ^uffaffung fann umgefel^rt bcr'SSeöriff be§ SBetlj^ättniffcS a»i|tä^cn gioct 
gleid^artigen ©röfeen etjt bann !lar entioirfclt toetben, toenn bie irrationalen 
Sal^len fiä^on eingefül^rt finb. 

2 
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ttritb mm eine ttriff ettf d^oftlii^e ©runblage für bie Unterfud^ung üUer 
ftetigen @e6tete getoimieit, Wi bagen Sieben über ben ununter* 
bro^enen Sufommenl^ang in ben Heinfkn Sl^eilen ip natiirlid^ 9lid^t§ 
erreid^t; eS fammt barauf on, ein |)räcife§ SWerfmoI ber ©tetigfeit 
ottjugeben, toeK^eS al§ SofiS für toirüiij^e ®ebuctionen gebraud^t 
»erben fann. Sauge 3^ ^o^^ '^^ bergeblid^ borüber noiä^gebaii^t 
ober enbü(i^ fanb ii), toaS iä^ fu(i^te» 2)iefer gunb toirb uon der» 
f d^iebenen ^erfonen öießeid^t üerf d^ieben beurtl^eilt foerben, bod^ glaube 
id^, ba^ bie SKeijien feinen Snl^att fel^r trivial finben toerben* ®r 
befielet im gfolgenben* 3nt öorigen ^aragra|)]^en ift barauf aufmert= 
fam gemod^t, bafe jeber ^und p ber ©eraben eine 3^ri^9Wtig berfel» 
im in jtoei ©tüdte öon ber 2lrt l^eröorbringt, ba^ jeber ^unct beS 
einen ©tüdfeS linfö Don jebem ^uncte be§ anbem liegt. 3d^ finbe 
nun ba§ SQßefen ber Stetigfeit in ber Umfel^rung, alfo in bem fol« 
genben principe: 

,,3^^öIIen aße ^uncte ber ©eraben in iwei ©lafjen öon ber 
3lrt, bo^ jeber ^unct ber erfken ©loffe linfö öon jebem ^unde ber 
jtoeiten 6laf[e liegt, fo ejifKrt ein unb nur ein ^und, toeld^er 
biefe gintl^eilung oller ^unde in jttei ©laffen, biefe 3^<^neibung 
ber (Seraben in jtoei ©tüdfe l^eröorbringt." 

SBßie fd^on gefagt, glaube id^ nid^t ju irren, wenn id^ annel^me, 
ba^ Sebermann bie SBal^rl^eit biefeif Sel^auptung fofort jugeben mirb; 
bie meiften meiner Sefer »erben fel^r enttäufd^t fein ju ^emel^men^ 
bo^. burd^ biefe Sriöialität ba§ ©el^eimnife ber ©tetig!eit ent^üüt 
fein foH ©aju bemerfe id^ gfoIgenbeS. 6§ ifl mir fel^r lieb, »enn 
3ebermann ba§ obige ^rindp fo einleud^tenb finbet unb fo überein* 
flimmenb mit feinen SSorfteöungen oon einer Sinie; benn id^ bin 
aufeer ©taube, irgenb einen SetoriS für feine Slid^tigfeit beijubringen, 
unb 5Riemanb ift baju im ©taube. ®ie 3lnna]&me biefer ©igenfd^aft 
ber Sinie ift nid^tS afö rin 2l|iom, burd^ loeld^eS mir erft ber Sinie 
il^re ©tetigfeit juerfennen, burd^ »eld^e^ tt)tr bie ©tetigfeit in bie 
Sinie l^ineinbenfen. f)at überl^oupt ber 3?aum eine reale ßpftenj. 
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fo hxaui)i et i)od^ nid^t notJ^tuenlrig ftetig )u fein; unjäl^Itge feiner 
ßigenfcidaften mürben biefelben bleiben, toenn er au(3^ unjietig toäre. 
Unb müßten toir getoi^, bofe ber 9lount «nfietig toäre, fo fönnte 
un& bo^ toieber 9lid^t§ l^inbem, f aD§ e§ unä beliebte, il^n hnxä) 3luS= 
füUung feiner Süden in ®ebanfen ju einem ftetigen ju ma^en; biefe 
2(u§füHung mürbe ober in einer ©d^öpfung bon neuen ^unct»3nbi« 
öibuen beftel^en unb bem obigen principe gcmöft auSjufül^ren fein. 

. §.4. 
©(^öpfung ber irralionolen 3o^I^n. 

2)ur(^ bie legten SBorte ift fd^on l^inreid^enb angebeutet, auf 
meldte Slrt ba§ unftetige ©ebiet R ber rotionalen Sö^k" iu wittern 
ftetigen oerboIlftätAigt toerben mvi% 3n §. 1 ijt l^erborgel^oben 
(III), ba^ jebe rotionole gö'^I » ^^^ 3^rf^9iJ"9 ^^^ ©#em§ R 
in jmei ©loffen Ai,Ä2 Don ber ?lrt l^eroorbringt, ba^ febe 3ö1^I 
üi ber erften 6laf[e Ai fleiner ift, aU j[ebe S^¥ <h ber jmeiten 
6Iaffe A^\ bie 3ö^I « ift enttoeber bie größte '^Ci^ ber Klaffe Ai, 
ober bie fleinfte S^i&I l>^ Klaffe -42- SP nun irgenb eine 6in= 
tl^eilung be§ ©9ftem§ B in jmei Klaffen Au A^ gegeben, meldte 
nur bie d^araltcriftifd^e Kigenfd^aft befi^t, ba^ jebe 3^^' «i i^ ^i 
Keiner ift, al§ jebe 3«^^ «2 in ^3, fo moHen mir ber üfürje l^alber 
eine fold^e Sintl^eilung einen ©d^nitt nennen unb mit (A^A^) 
bejeld^nen. 2Bir fönnen bann fagen, bo^ jebe rationale 3«^! « 
einen ©d&nitt ober eigentlid^ jmei ©d^nitte l^erborbringt, toeld^e mir 
aber nid^t al§ mefentlid^ oerfd^ieben anfeilen moHen; biefer ©d^nitt 
l^at aujserbem bie Sigenfd^aft, baß entmeber unter ben 3a^I^n ber 
erften Klaffe eine größte, ober unter ben 3ö^Ien ber jmeiten Klaffe 
eine fleinfte ejiftirt. Unb umgefel^rt, befi^t ein ©d^nitt aud^ biefe 
Kigenfd^aft, fo mirb er burd^ biefe größte ober fleinfte rationale 3ö^l 
l^erborgebrad^t. 

2* 
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Slbet man üfterjeugt fi(j^ lei^t, hat auä) uncnblici^ öiele ©d^nitte 
eiifKren, tätige trid^t burii^ rationale 3al^Ien f)tt\)ox%ehxaä)i metben. 
S)a§ nöd^fttiegcnbc 33eifpiel ift foIgenbeS. 

@^ fei D eine pofitit^e ganje 3<i^I/ <^^^^ i^i^^l ^<^^ Ouabrat 

einer ganjen 3^^^^ fo giebt eS eine pofitiöe ganje 3^^! ^ ^^n' ber 

«rt, bafe 

A» < D < (A + 1)8 
toirb. 

9ttmmt man in bie jloeite Klaffe Ä2 jebe pofitiöe rationale 
3a]^I 02 auf, beren Ouabrat > D ift in ble erfte fölajfe Äi aber 
aDe anberen rationalen 3«^^« <hf fo bilbet biefe ßintl^eilung einen 
©^nitt (.4i,-42), b. ^. iebe 3^^! »1 ip Heiner afö jebe 3ö^I «2- 
3p nämlici^ Oi = ober negatio, fo ift oi f(3^on au§ biefem 
©runbe Heiner afö jebe S^^^ ^t ^^U biefe jufolge ber Definition 
pofitib ift; ift aber O] })ofitit), fo ifi il^r Ouabrat < D, unb folg« 
Ii(3^ ift ai Heiner afö jebe })ofitiöe 3^^! «2. beren Ouabrat > B ijt. 

S)iefer ©(ä^nitt toirb aber bur(i& feine rationale 3^^ l&eröorge- 
braij^t Um bie§ ju betoeifen, mufe t)or SlHem gejeigt toerben, ba^ 
e§ feine rationale 3ö'&l fli^I^t* "^^^ Ouabrat = D ift. Dbgleii]^ 
bie§ au§ ben erften ßlementen ber 3ö^t^ntl^^orie befannt ift, fo 
mag bod^ l^ier ber folgenbe inbirede 93ett)ei§ ^la^ finben. ©iebt 
eS eine rationale 3o5l ^^^^ Ouabrat = B \% fo giebt eS au(3^ 
5tt)ei pofitiüe ganje "^(x^m t,u, toelij^e ber ©leid^ung 

P — Bu^ = 0. 
genügen, unb man barf annel^men, ba^ u bie fleinfte pofitiöe ganje 
Qciffl ift, mel(3^e bie 6igenf(j^aft befi^t, ba^ il^r Ouabrat burd^ SKut 
ti|)lication mit B in baS Ouabrat einer ganjen 3ö^l ^ bermonbelt 
toirb. ®a nun offenbar 

Am< * < (A H- l)u 
ift, fo toirb bie 3ö^l 

m' = t T- ^u 
eine pofttit)e ganje 3o^I/*unb jtoar f leiner afö w. ©e^t man femer 
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i» =^ Bu — kt, 

]t> toitb H ebenfalls eine })ofitit)e -gonje 3^^!/ «nb eS ergteW jt^ 

fa _ 2)«'« = (A3 — D) {P — Du^) = 0, 
toa% mit ber ^nnal^me über u m ^xhet^pmä) ftel^i 

TOitl^in ift baS Ouabtat einet jeben rationalen Qdffl x ent= 
tt)eber < 2) ober > 2). |)ierauS folgt nun leidet, ba^ eS toeber 
in ber ©laffe Ax eine größte, nod^ in ber Klaffe A^ eine fleinfte 
3al^I giebt Se^t man nftmlid^ 

_x{x^ + 3 2)) 



foift 



unb 



^ ~ 3a;2 + 2) 



_ _ Ix (D — x^) 
^ ^ ~ 3a;2 + 2) 






3?tmmt man l^ierin für a: eine })ofttil)e 3ö^I öu§ ber Klaffe 
Ax, fo ift a;» < D, unb foIgIi(]^ toirb y > rr, unb y* < 2), alfo 
gel^ört y ebenfalls ber Klaffe Ax an« ©e|t man aber für x eine 
Sal^I aus ber Klaffe -ig, f o ift x^ > 2), unb folgliii^ toirb y<ix, 
y > 0, unb y3 > 2), alfo gel^ört y ebenfalls ber Klaffe A% an. 
®ief er ©d^initt mirb bal^er burd^ leine rationale 3öl^I l^eröorgebra^t 

3n biefer Kigenfd^aft, ba§ ni(3^t alle ©(^nitte burt^ rationale 
3a]^Ien l^erborgebrad^t toerben, befielet bie UnboDftänbigleit ober Un* 
ftetigfeit beS ©ebieteS 22 aller rationalen 3^^^^ 

3ebeSmaI nun, menn ein ©d^nitt {Ai,A^ vorliegt, toel^er 
burci^ feine rationale 3ö^I l&eröorgebraij^t loirb, fo erf (i^af f en mir eine 
neue, eine irrationate 3ö]^I «/ toeld^e toir als burd^ biefen ©(ä^nitt 
{Ax,A^ DoUftönbig befinirt anfeilen; toir toerben fagen, bafe bie 
3a]^I « biefem ©d^nitt entf})rid^t, ober ba& fie biefen ©(^nitt l^eröor» 
bringt. Ks entf})rid^t alfo öon je^t ab jebem beftimmten ©d^nitt 
eine unb nur eine bejHmmte rationale ober irrationale 3^^^ ^^ 
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tpir feigen jtoei S^^^^ P^*^ ^^^ ^"^ i^^nn afe öerfd^tcben ober 
unglciiä^ an, tocnn fic toefentU^ t)crf(ä^iebencn ©d^nitten cntf<)re(j^en. 

Um nun eine ©runblage für btc Slnorbnung aller reellen, 
b* 1^. aller rationalen unb irrationalen S^^en ju gewinnen, muffen 
toir junäd^jl bie Sejiel^ungen itoif(3^en irgenb jtoei ©^nitten (Ai^Ä^) 
unb (BuBq) unterfud^en, toelä)e inxä) irgenb jiDei S^^en a unb ß 
l^eröorgebraci^t merben* Offenbar ijt ein ©d^nitt (Äi^A^) fd^on öoll^^ 
ftänbig gegeben, toenn eine ber beiben Klaffen, j. S. bie erfte Ai 
be!annt ijt, »eil bie jmeite A^ an^ aDen nid^t in Ai entl^altenen 
rationalen S(^W^ beftel^t, unb bie d^arafteriftifd^e ßigenfd^aft einer 
fold^en erften Klaffe Ai liegt barin, ba^ fie, toenn bie 'S^ifl Oi in 
il^r entl^alten ift, anc!^ alle Heineren 3^^!^^ ^tö ai entl^ölt. Sergleid^t 
man nun jtoei fold^e erfte Klaffen A^Bi mit einanber, fo !ann eö 
1) fein, bd^ fie boDftänbig ibentifd^ finb, b. 1^., bafe jebe in Ai ent= 
l^altene 3<J^I ^i öuc^ in Bi, unb ba^ jebe in Bi entl^altene 3^^! 
6i anä) in Ai entl^alten ifi 3n biefem fJaHe ift bann notl^tocnbig 
m(!^ A^ ibentif (^ mit J5g , bie beiben @d()nitte finb boUftänbig 
ibentifd^ , maS tt)ir in 3^i^^^ i>w^<ä^ a = ß ober ß = a anbeuten. 

©inb aber bie beiben Klaffen Ai,Bi nid^t ibentifd^, fo giebt 
es in ber einen, }• ©• in Ai eine S^¥ «'i = ^'2/ todd^^ ttid^t in 
ber anbem Bi entl^aüen ift, unb toeld^e fid^ folglid^ in B2 bor=» 
finbet; mitl^in finb geioig aKe in JBi enthaltenen !^af)lm 61 Heiner 
atö biefe 3# a'i = & V unb f olglid^ finb alle ^a^m bi aud^ in 
Ai entl^alten« 

3ft nun 2) biefe Qdi)! a\ bie einjige in Ai, toeld^e nid()t in 
Bi entl^alten ift, fo ift jebe anbere in Ai entl^altene ^a^l ui in Bi 
entl^alten, unb folglid^ Heiner al§ a'j, b* f). a\ ift bie größte unter 
allen 3a]^Iett aj, mitl^in toirb ber©d()nitt (ÄuAi) burd^ bie rationale 
3al^I a= a\ = ft'g l^erborgebrad^t. 3Son bem anberen ©d^nitte 
(BifBq) toiffen toir fd^on, bafe alle 3^^!^^ 61 in Bi aud^ in Ai 
entl^lten unb Heiner ate bie 3ö^l <^\ = ^'s fi«i>/ ^rf<^^ in ^2 
entl^alten ijt; jebe anbere in B2 entl^Öene 30I&I &2 tnu^ aber größer 
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aK ft'a fein, meti fie fonft auc^ Heiner ofö a\ , alfa in A^ unb 
folgüij^ oiK^ in Bx entl^olten toäte; mitl^in ift h\ bie öeinftc unter 
ollen in B^ entl^altencn S^l^Ien, unb foIgU(ä& »itb ou(i^ bcr ©(j^nitt 
(BuB^) inxä) biefelbe rationale 3# /3 = 6', = a'i = a l^er« 
oorgebrad^t. S)ie beibcn ©(i^nitte finb bal^er nur untoefentfiii^ ber* 
fci&ieben. 

®iebt eS ober 3) in Ai toenigjtenS itoei berfd^icbene Sollten 
a\ = h\ unb a\ = V\, todi^z ni(^t in Bi entl^olten jtnb, fo 
giebt eS bereu au(j^ unenbli(3^ öiele, »eil oDe bie unenbliiä^ Dielen 
jmifd^en a\ unb a'\ liegenben ^a^tu (§. 1. II.) ojfenbor \n,Ai, 
ober nid^t in ^i entl^olten finb* 3n biefem goHe nennen toir bie 
biefen beiben tt)efentlid^ t)erf d^iebenen ©(j^nitten {Ai,A2)Vir<b{Bi,B%) 
entf^}re(j^enben '^a^fi.tn a unb ß ebenfollö öerfd^iebenöon einonber, 
unb jtoor fogen mir, bofe a größer afö ß, bo^ ß Heiner als « 
•ift, mos mir in 3ei<^en fomol^I burd^ « > j3, atö burd^ /S < « 
ouSbrürfen* hierbei ift l^eröorpl^eben, bo^ biefe Definition öoHfiänbig 
mit ber frül^eren jufommenfällt, menn beibe Sohlen (x,,ß rational finb* 

S)ie nun nod^ übrigen möglid^en gäDe.finb biefe. ©iebt e§ 4) 
inJ?i eine unb nur cineSol^I Vi=^a\, mdd^e nid^t in Ai entl^Iten 
ift, fo finb bie beiben ©d^nitte {A^, A^) unb {Bi, B^) nur un= 
mefentlid^ berfd^ieben, unb fie merben burd^ eine unb bif felbe rationale 
3a^I a = a'2 = 6V = /S l^crborgebrod^. ©t^bi e§ ober 5) 
in Bi minbeftenS jmei berf d^iebene 3<^§Ien , meldte nid^t in A^ ent» 
Italien finb, fo ift /S > «, « < j8. 

®a l^iermit alle gölle erfd^öjjft finb, fo ergiebt fid^, ba^ bon 
jmei berfd^iebenen 3ö^Ien notl^menbig bie eine bie größere, bie 
onbere bie Heinere fein mu^, moS jmei SKöglid^etten entl^ält. (Sin 
britter goH ift unmöglid^. . S)ie§ log jmor fd^on in ber SBol^I 
be§ ßornparotibS (größer, Heiner) jür Sejeid^nung ber 35e= 
Stellung jmifd^en a, j8; ober biefe SBol&I ift erft je^t nod^trägüd^ ge= 
red^tfertigt ©erobe bei fold^en Unterfud^ungen l^ot mon fid^ auf 
boS ©orgföltigfte ju lauten, bo^ man felbft bei bem beften SBiBen, 
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el^ri^ ju fein, hnxä) eine öoteilige SBol^I bon SluSbrütfen, toeld^e 
onberen fiä^on entoidelten SBorfteDungen entlel^nt pnb, \xä) ni^t Der* 
leiten loffe, unerlaubte Uebettragungen auS bem einen ©ebiete in ba§ 
anbete bötjunel^men. 

^ettaäftd man nun nod^ einmal genau ben göö « > /*/ jo 
ergiebt \iä), ha^ bie Heinere 3# i^/ toenn fie rational ift, g^tot^ ber 
ßlaff e ^1 angeprt ; ba e§ nämli(3^ in -4i eine 3ö^I »'i = & '2 giebt, 
tot^t ber ©laffe JB2 angel^ört, fo ift bie Qa^ ß, mag fie bie größte 
3al^I inJ?i ober bie IIeinfte3ö^I itt-B2 fein, getoi^^a'i unb folg« 
liiä^.in Äi entl^alten. ©benfo ergiebt fid^ au§ «>/5, ba^ bie größere 
Sal^I a/toenn fie rational ift, geioife ber ©laffe J?2 angel^rt, toeü 
a ^ a\ iji SSereinigt man beibe SSetrad^tungen, fo erl^ftlt man 
f olgenbe§ SJefuItat : SDßirb ein ©d^nitt (Äu Ä^) burtä^ bie göl^I « 
]^ert)orgebra(^t, fo gel^ört irgenb eine rationale 3^^! JU ber ßlaffe 

■ 

Ai ober ju ber ßlaffe A^, \t natä^bem fie Heiner ober größer ift al§' 
a ; ift bie "^cÜil a f elbft rational, fo lann fie ber einen ober ber ön:= 
beren klaffe angel^ören* 

hieraus ergiebt \\ii enblic!^ nod^ 3foIgenbe§. 3fl a >/J, giebt 
e§ alfo unenbU(i^ biele '^a^zxi in A^, toeld^e nici^t in Bi entl^alten 
finb, fo giebt eS cax^ unenbliiä^ öiele fold^e 3ö^fen, toeld^e juglei(3^ 
bon a unb Don ß öerfd^ieben finb; jebe foI(|e rationale 3^^^ c iji 
< «, tt)eU fie in Ai entl^aöen ift, unb fie ift iugleid^ > /J, loeil 
fie in B^ entl^alten ift/ 

§. 5. 

©tetigfeit beS ®ebiete§ ber reellen "^ai^Un. 

3ufoIge ber eben fefigefe|ten Unterf(3^eibungen bilbet nun baS 
©llfiem 91 aller reeßen '^a^m ein lool^lgeorbneteö ©ebiet bon einer 
©imenfion; l^iermit foll loeiter Jlxißt gefagt fein, ate ba^ folgenbe 
®efe|e l^errfd^en* 
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I. 3ft « > ß, unb ß >y,\o ifl au(| « > y. SBit tooHen 
fagcn, bafe bie 3# ß itoif d^en ben 3öl^I«i «/ y Hegt 

IL ©inb a, y jtoei t)crf(3^iebene 3ö^t^«/ fo gfebt e§ immer 
unenblt(]^ ötelc öerfd^icbetic 3<J^I^ 1*/ ^^^^^ Jtoifd^cn a, y liegen. 

IQ. SP « ritic beftimmte 3ö1§I/ fo icrfaKen alle Sc^^^^^ ^^ 
S^ftemS 31 in jtoei klaffen % unb St , beten jebe unenblid^ t)iele 
Snbibibuen entl^äÜ; bie erfte Klaffe ^i umfaßt aDe bie Qoijllm «i, 
toel^e < « jinb, bie jtoeite 6Iajfe % umfaßt dDe bie 3<^^fe" ««^ 
toel(^e > a finb; bie 30I&I « felbft lann nad^ SSeücben ber etjlen 
ober ber jtDeiten ©laffe jugetl^eiö lüerben, unb jie ift bann enif})re(i^enb 
bie größte 3ö^I ^^ ^^n ober bie öeinjie QoifjH ber iineiten Klaffe. 
3n jebem gaU ip bie 3^ri^9^i^fl l^^S ©^pemS SR in bie beiben Klaffen 
3li, 9I2 bon ber 5(rl, bafe jebe 20)1 ber erften Klaffe 9li fleiner afö 
iebe Qaffl ber jtoeiten Klaffe % ift, unb tt)ir fagen, bafe biefe 3^' 
legung burd^ bie 3^^! « l^erborgebrat^t loirb. 

®er ftürje l^alber, unb um ben Sefer nid^t ju ermüben, unter« 
brüdEe id^ bie Seioeife biefer @ö|e, toeld^e unmittelbar an§> ben ®e« 
finitionen be§ borl^ergel^enben ^aragra|)]^en folgen. 

Slufeer biefen Kigenfd^ften befi|t aber ba§ ©ebiet 91 aud^ 
©tetigfeit, b. 1^. e§ gilt folgenber @a|: 

IV. 3erfällt ba§ ©^jtem 9* aller reeDen 3al^len in jtoei 
Klaffen %, % öon berSlrt, bofe jebe Sol^l «i ber Klaffe 2li Heiner 
ift al§ jebe SoiSjH % ber Klaffe St, fo e^iftirt eine unb nur eine 
3a]^l a, burd^ toeld&e biefe S^^^S^^i l^erborgebrad^t toirb. 

SeioeiS. ®urd^ bie 3^ri^9^^9 ober ben ©d^nitt Don 9t in 
Sil unb % ift jugleid^ ein ©d^nitt (Ai, A,) beS ©^ftemS B afler 
rationalen 3^^!^^ gegeben, toeldder baburd^ befinirt toirb, ba^ Ai 
alle rationalen 3^^!^^ "^^^ Klajfe %, unb ^9 alle übrigen rationalen 
3a]^len, b. 1^. atte rationalen ^d^lm ber Klaffe SI2 entl^ält. K§ fei 
« bie oöDig bfjHmmte 3a^l, meldte biefen ©d^nitt (A^ A2) ^et= 
oorbringt. 3ft nun ß irgenb eine bon a öerfd^iebene 3#/ fo giebt 
eä immer unenblid^ t)iele rationale 3«^^« ^^ ^^^^ jtoifd^en « unb 
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ß liegen. 3^ /S < «, jo iji c < «; mitJ^in gel^ört c bet Klaffe 
Ai unb folgliij^ anä) bet Klaffe 9li an, unb ba jugletd^ ß < c 
iP^ f*> fl^^ört au(i^ ß berfelben ©laffe % an, toeil jebe 3o^I in Sl« 
größer iji atö lebe ^al^I c in «,. 3ft aber /J > «, fo ift c > a; 
mitl^in gehört c ber ©lajfe ^2 unb foIgIi(3^ aud^ bet Klaffe % an, 
unb ba iugleiii^ ß > c ift, fo gel^ört aud^ ß berfelben Klaffe % an, 
meil jebe 3ö^I in % Heiner ift afö jebe 3a^l ^ tn %. SRitl^in 
gel^ört jebe öon a Derfd^iebene Qal^I j8 ber Klaffe 3li ober ber Klaffe 
% an, ie nad^bem ß < «.ober /J > a ift; folglid^ ift « felbft 
enttoeber bie größte 30W in 2li ober bie öeinfte Qaf^ in 2I3, b. 1^, 
.« ift eine unb offenbar bie etnjige 3^^/ ^nrd^ meldte bie 3etlegung 
t)on * in bie Klaffen Sli, 5I2 l^erdorgebrad^t mirb. SBaS ju be= 
toeifen mar. 

m 

§.6. 

ated^nungen mit teellen ^afflen. 

Um irgenb eine Äed^nung mit itoei reellen ^ai)kn «, ß auf 
bie Wed^nungen mit rationalen 3öl^len jurüdjufül^ren , fommi e§ 
nur barauf, au§ ben ©d^nitten (Ai, A^) unb (JBi, B^), meld^ 
burd^ bie 3ö^fcn « unb ß m ©^fteme R l^eröorgebrad^t »erben, 
ben ©d^nitt (Cj, Ci) ju befiniren, »eld^er bem äied^nungSrefuItate 
y entfpred^en foH 3d^ befd^ränfe mid^ l^icr auf bie ©urd^fül^rung 
beS einfad^fien SBeif^JieleS, ber äbbition. 

3ft c irgenb eine rationale 3ö^l fö ncl^me man fie in bie Klaffe 
Gl auf, toenn e§ eine '^aiiX (h in Ax unb eine "^a^ hx in J?i Don 
ber 9lrt gicbt, ba^ il^re ©umme ai + 61 ^ c mirb; alle anberen 
rationalen "^dijlizn c nel^me man in bie Klaffe C^ auf. S)iefc Kin= 
tl^eilung aller rationalen '^aljitn in bie beiben Klaffen Cu C^ bübet 
offenbar einen ©d^nitt, meil jebe 3al^I Ci in Ci Heiner ift ate jebe 
3al^l c^ in C^. ©inb nun beibe !^a^en a, ß rational, fo ift jebe 
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in Ci cntl^oltenc Sa^ Ci ^ a + ß, m\i Oi ^ «, 61 ^ Jj, olfo 
anä) ai + bi ^ a + ß ift; toäre fetner eine in G2 entl^altene 
Sa^l C2 <i cc -\- ß, alfo « 4- /* = ^2 4- 1?/ too |> eine pojttit)e 
Totionale Scäfi bcbeutet, |o to&te 

02 = (« - 'hp) +(ß - ^UpI 
loas im S5Jibetf})ru(i& mit ber Definition ber 3^^! ^2 ftel^t, »eil 

« — V2i> eine 3ö^l itt ^1, unb jS — V2l> «i«e 3ö1^I i« -Bi iP; 
foIgli(i^ ift jebe in Ca entl^altene 3ö^I Cj ^ a + /5. SKitl^in tt)irb 
in biefem gfoHe ber ©d^nitt (Ci, Ci) butij^ bie ©umme « + /* 
l^ertorgebrad^t. SKan berftö^t ' bol^er ni(]^t gegen bie in ber ^ritl^= 
metif ber rationalen 3«^!^ geltcnbe Definition, toenn man in allen 
gfällen unter ber ©umme c? + /3 bon jtoei beliebigen reellen 3^^= 
len ix., ß biejenige 3ö1^I y berfiel^t burd^ \Qt\i^t ber©(|nitt (d, Ci) 
l^erdorgebrad^t mirb. 3ft ferner nur eine ber beiben 3^1^^« «/ 1*^ 
i. 33, a rational, fo überjeugt xmx^. fid^ leidet, ba^ e§ feinen @in= 
flufe auf bie ©umme y = a + /J l^at, ob man bie 3«^! « i« 
bie ©laffe A^ ober in bie ©laffe A^ aufnimmt, 

gbenfo toie bie Slbbition laff en fid^ aud^ bie übrigen Operationen 
ber fogenannten 6lementar=2tritl§meti! befiniren, nämlid^ bieSilbung 
ber Differenzen, ^robucte, Duotienten, ^otenjen, SBurjeln, Soga^^^ 
ritl^men, unb man gelangt auf biefe SBeife ju toirffid^en Setoeifen 
üon ©ä|en (toie j. 95. V2 . V3 = 1/6), »eld^e meine§ SBiffenö big= 
l^er nie beioiefen finb. Die SBeitlöufigfeiten , »eld^c bei ben Defi^^ 
nitionen ber compKcirteren O|)erationen ju befürd^ten finb, liegen 
tl^eife in ber 9latur ber ©ad^e, jum größten läiß. aber laffen fie 
fid^ bermeiben. ©el^r nfi^Iid^ ift in biefer SJejiel^üng ber Segriff 
eine§ SnterbalU, b. \ eincö ©^ftemö A bon rationalen "^^Xm, 
toeld^eS folgenbe d^aracteriftifd^e ßigenfd^aft befijt: finb a unb a' 
3a]^len be§ ©^ftemS A, fo finb aud^ alle jtoifd^n a unb a* liegen» 
ben rationalen 30^!^« in A entl^alten. Da§ ©^ftem* -B aller ra= 
tionalen 3öl^len, ebenfo bie beiben Klaffen eineö Jeben ©d^nitteö finb 
3[nterbaBe, ®iAt eS aber eine rationale 3<^^^I «w »eld^e Reiner 
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unb eine rationale S^^I 02, mlä^t größer ift, afö jebe S^¥ ^^^ 
3ntett)aII§ A, fo l^ei^e Ä ein enbli(?^e§ Snterball; eS giebt bann 
offenbar unenbüd^ biele S^¥^^ bon berfelben Sefci^affenl^eit toie oi, 
unb unenMi(3^ biele 3<i^I^« öon berfelben 58ef(]^affen]&eit toie Oj; 
baS ganje ©ebiet R jerfäDt in brei ©tiltfe A^ A, Ä2, unb eS 
treten jioei boHjiönbig beftimmte rationale ober irrationale 3^^^^ 
«1/ «2 ouf, toeld^e fef)). bie untere unb obere (ober bie Heinere unb 
größere) ®renje beS 3ntert)aH§ A genannt »erben !önnen; bie un= 
tere ©renje «i ift bur(3& ben ©tä^nitt beftimmt, bei mi(S)tm bie erjie 
ßJaffe huxä) baS ©Aftern Ai gebübet »irb, unb bie obere ©renje «2 
burd^ ben ©<i^nitt, bei toeld^em A2 bie jtpeite ©laffe bittet aSon 
jieber rationalen ober irrationalen 3ö1§I'«/ ^jelci^e itoif(3^en «i unb «2 
liegt, mag gefagt toerben, fie liege innerl^alb be§ 3nterbaö§ A. 
©inb alle 3o^I^« rine§ Snterballs A anä) 3öl&ten eines SnterbaDö 
B, fo ^eifee A ein ©tütf oon B. 

^oä) oiel größere SBeitläufigfeiten fc^einen in 3lu§fi(3^t ju ftel^en, 
toenn man baju übergel^en toill, bie unjöl^Iigen ©ä|e ber Sttritl^meti! 
ber rationalen 3öl^I^n (toie j. S. ben ©a^ (a + 6)c=ac + bc) 
auf beliebige reelle 3ö^kn ju übertragen. 2)em ift jebod^ niiä^t fo; 
man überjeugt fid^ balb, ba^ l^ier 2ÖIe§ barauf anlommt, na(3^ju= 
meifen, ba^ bie aritJ^metifiä^en Operationen felbft eine getoiffe ©tetig« 
feit befi|en. SQßa§ iä) l^iermit meine, toitt i^ in bie gform eines 
aKgemeinen ©a^eS einfleiben: 

//3ft bie 3<^^I ^ i>ö§ Stefullat einer mit ben 3ö^Icn a,ß,y,.. 
angefteflten 9ie(ä^nung, unb liegt A innerl^alb be§ 3nterbaKS L, fo 
laffen fid^ SnteroaKe A, B, C . . . angeben, innerl^alb beren bie 
3al&Ien a, ß, y . . . liegen, unb üon ber 2lrt, ba^ baSStefuItat ber» 
felben SJed^nung , in toeltä^er bie 3^^!^ «/ /*. y ♦ . • burd^ beliebige 
SoÜjiitn ber SnterbaDe A, B, C . . . erf e|t toerben , jebeSmal eine 
innerl^alb be§ 3nteroaII§ L liegenbe 3ö1^I tt^i^i>-" ®i^ abfd^redenbe 
©(i^toerfäßigfeit aber, loeld^e bem SluSfprud^e eines fold^en ©a^eS 
auflebt, überjeugt m%, ba^ l^ier etmaS gefd^el^en mu§, um ber 
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^pxaä)e ya |)älfe ju loinmen; bie§ toirb in bet %f)at auf bie t)o0» 
lommetifte SBeifc erregt, tocnn man bicScfltiffe ber öeränberlid^en 
©rö^en, ber Qfunctionen, ber ©rcnjmertl^e einfttl^rt, unb jtoQr 
tDtrb es baS Stoedfmä^igfte fein, fd^on bie Definitionen ber einfacj^ften 
aritl^metifcä^en D<)erotionen auf biefe Segriffe ju grünben, toaS l^ier 
ieb0(3^ m(S)t meiter auSgefül^rt »erben fann. 

, Sttfinitefimal«9lnal5fi§. 

@S foD l^ier nur nod(i jum ©d^lufe ber Swföntmenl^ang beleud^« 
tet loerben, toeld^er jtDifiJ^en unferen biSl^erigen SBetrad^tungen unb 
getoijfen |)au^tfä§en ber 2nfinitefimal=9lnal9fi§ befielt 

3Kan fagt, bafe eine t)erönberli(^e ®rd^e x, ml(i)e fucceffiöe 
. beftimmte 3ö]^Itt)ertl^e burd^Iäuft, \iä) einem feflenÖrenjlDertl^ a nä« 
l^ert, toenn x int Sauf be§ ^roceffeö befinitiö jtoifd^en je jtoei 3a]^« 
len ju liegen lomntt, jtoifd^en benen « fettft liegt, ober tt)a§ baffelbe 
ift, toenn bie ©ifferenj x —■ a abfolut genommen unter ieben gege« 
benen, öon 5Ruü derfd^iebenen SBertl^ befinitio l^erabjtnft 

ßiner ber »id^tigften @ä|e lautet f olgenberma^en : „SSBöci^ft eine 
@rö^e X beftänbig, aber nici^t über alle ©renjen, fo nöl^ert fie fici^ 
einem ©renjtoert]^." 

3(^ betoeife il^n auf folgenbe 9lrt. ®er SSorauSfeJung mä) 
giebt e§ eine unb foIgH(J^ anü) unenblid^ öiele S^^^^^ «2 öon ber 
3lrt, bafe ftet§ a; < «, bleibt; x^ bejetd^ne mit % ba§ ©Aftern 
aßer bief er S^^l^n ««, mit % ba§ Softem aKer anberen QaifUn «i ; 
jebe ber Ie|teren l^at bie 6igenf(j^aft, ba^ im Sauf be§ ^proceffeS 
befittitio a? ^ «i tt)irb, mitl^in ift jebe Sa^ «i f leiner afö jebe Sal^l 
«2/ unb f oIgIi(i^ ejiftirt eine 30I&I «, toeld^e entioeber bie größte in Sli 
ober bie Heinfte in % ift (§.5.IV0. ®a§ grftere fann nid^t bergatt 
fein, loeil x nie aufl^ört ju toaci^fen, alfo ift a bie Heinfte 3al^I in %. 
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SBeld^ S(äfl «1 mm nun auä) näfxnm mag, fo tntrb f (|He^i(i^ 
bcfittitit) fXi <Z X <Z a fein, b. 1^. x näl^ert fi^ bem ©renjtoettl^e «. 

©iefer @a^ ift äqutoolent mit bcm ^rindp bcr ©tctigicit, b. 1^. 
er Derliett feine ©ültigfeit, fobalb man aud^ nur eine teeHe So^¥ 
in bem @ebiet % al§ nid^t Dorl^anben anfielet; ober anber§ au§ge=^ 
brücft: ift biefer @a^ rid^tig, fo ifl auc!^ bet @a^ IV in §• 5 tid^tig. 

6in anberer, mit biefem ebenfalls äquiDalenter ©a| ber 3nfi= 
nitefimal=2lnal9fi§, loeld^er nod^ öfter jur Slnmenbung tommt, lautet 
f olgenberma^en : „Sö^t fitä^ in bem 9lenberung§|)roceffe einer ®rö^e 
X für jebe gegebene t)ofitibe ©rii^e d anä) eine entfpred^enbe ©teUe 
angeben, Don meld^er ah x \x^ um äBeniger al§ ö änbert, fo nöl^ert 
fi^ X einem ®rei^»ertl^." 

S)iefe Umfel^rung be§ leidet ju bemrifenben ©a^e§, ba^ jebe 
berönberlic^e ®rö^e, tpeld^ ft(| einem ©renätoertl^ näl^ert, fid& ju= 
Ie|t um SBeniger änbert afö irgenb me gegebene j)ofitii)e ©rö^e, 
fann ebenfomol^I m^ bem borl^erge^enben @a|e tote bired aus 
bem ^nci}) ber ©tetigfeit abgeleitet toerben. 3d^ fci(|Iage ben feste- 
ren 2öeg ein* @ö fei * eine beliebige pofitiDe ©rö^e (b. 1^. ä > 0), 
fo mirb ber 3lnna]^me jufolge ein SlugenblidE eintreten, üon »et 
(i^em ab x \iä) um SBeniger als 8 änbem mirb, b. 1^. menn x 
in biefem Slugenblid ben Sßertl^ a befi^t, fo toirb in ber gfolge ftets 
a?>a— -öunba?<a + ö fein. 3<| laffe nun einfttoeilen bie 
urfl)ränglid^e Slnnal^me fallen, unb l^alte nur bie foeben b?tt)iefene 
Sl^atfad^e feft, ba^ alle f Röteren SBertl^e ber SSeränberlici^en x jtoi^ 
fd^en jtoei angebbaren, enblid^en SCßertl^en liegen* hierauf grünbe 
iä) eine bo|)})eÜe gintl^eilung aßer reellen Sol&len. 3n baS ©Aftern 
% näfme x^ eine S^^l o^ (j- 95. a + ö) auf, menn im Saufe beS 
^rocefjeS befinitib x < a^ mirb; in baS ©^ftem % nel^me id^ jebe 
nid^t in % entl^altene 3<^^l «uf; ift «i eine fold^e S0^ \^ ^^^^^ 
toie meit aud^ ber ^roceß Dorgefd^ritten fein mag, eS nod^ unenblid^ 
oft eintreten, ba^ ä; > «i ift 3)a jebe gal^I «i Heiner ift afö jebe 
3a]&l «2/ fö giebt eS eine böBig beflinnnte 3# «^ öJeld^ie biefen 



